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MOGLICHKEITEN ZUR REDUZIERUNG DES LEHRSTOFFS
HEINRICH BURGER (UNIV. WIEN)

EIN BEISPIEL FUR LEHRPLANE UND DEREN INTERPRETATION

Klagen, daB der in lLehrpl&nen vorgeschriebene Lehrstoff zu
unfangreich seil, sind alt. Solche Klégen sind teilweise
unberechtigt, denn Lehrpl&ne sind im allgemeinen so formuliert,
daB Lehrbuchautoren und Lehrern ein relativ groBer Interpreta-
tionsspielraum eingerdumt wird, der viele Einschrankungen bei

der Behandlung einzelner Stoffgebiete zul&dB8t. Davon wird jedoch
viel zu wenig Gebrauch gemacht, im Gegenteil der Interpretations-
spielraum wird von Lehrbuchautoren (und in Folge damit auch von

Lehrern) oft in exzessiver Weise ausgeniitzt und {iberschritten.

Dies soll im folgenden am Beispiel des Themas “Exponential-
gleichungen und logarithmische Gleichungen" belegt werden.
Dieses Thema ist in den Lehrplé&nen von 1809 als Lehrstoff fir
die B.Klasse der Gymnasien wie folgt angefiihrt: Elnfachate
Loganithmioche und Saxpanentialgleichungen . In den folgenden
Lehrplénen fir die gymnasiale Oberstufe von 1828, 1945, 1967
bzw. 1970 und 1978 ist dieses Thema explizit nicht angefiihrt,
Eine Lehrplanformulierung von 1978, durch die eine Behandlung
solcher Gleichungen in der 6.Klasse gerechtfertigt werden kann,
ist die folgende: "Baponentlaffunktionen und Loganithmische
Funktionen”. Im Rahmen der Behandlung dieser Funktionen kdnnen
etwa Gleichungen der Form c-a™=b in sinnvollen Zusammenhéngen
auftreten. Eine eingehende Behandlung von Gleichungen der
folgenden Art wird aber durch die obige Lehrplanformulierung von
1978 weder gefordert noch gerechtfertigt.

e 3x'52x-3 = 7x+1
e 2x-1_3x-3 = 2x-3+3x-4
s *log 2 + ®log 3 = 5

Diese Aufgaben sind einem Lehrbuch entnommen, das aufgrund der

Lehrpléne von 1878 approblert wurde.
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Im Jahre 18989 traten neue Lehrpline fir die gymnasiale Oberstufe
in Kraft, die ausfilhrlicher als frithere Lehrpléne formuliert
wurden, um einerseits wesentliche Lernziele hervorzuheben und
andrerseits mégliche Lehrstoffeinschrinkungen deutlich zu machen.
Fiir die 6.Klasse sind folgende Lernziele angefiihrt, die zum
Bezug haben:

"Logarithmen: Definieren von Logarithmen; Formulieren und Her-
leiten von Rechengesetzen; L&sen von Exponentialgleichungen der

Form a’=b (etwa beim Untersuchen von Wachstumsprczessen)."”

Diese Lernziele kénnten etwa durch Aufgaben der folgenden Art

abgedeckt werden:

*  Berechne: ‘log 8, Zlog VB, ‘log 1
t Ve
* =Ko-r . Driicke t durch die iibrigen Variablen aus.

*  Beweise: 'log X'y = alog X + llog Yy

» In welcher Zeit hat sich elne Bakterlenkultur verdoppelt,
wenn sie in jeder Stunde um 15% wichst? (L&sung von 1,15t=2)

In Lehrblichern, die aufgrund der Lehrplé&ne von 1983 approbiert
wurden, schelnen allerdings Aufgaben auf, dieim Hinblick auf die
obigen Lernziele entbehrlich sind und zum Teil sogar als

Uberschreitungen des Lehrplans angesehen werden kénnen.

4 e
s 18se: vV 0,52* 1.V 2% = /0,125

*e Lose:
23x+3+

3x+2 3x+1

o 23%48,53.0%%42_4 3

3x+3+ 3x+4 3x+1_

5.2 -2 3x+2_

37-3 2:3

**+  Lose: 1n(3x-5)+1n(15-8x) = In(6x~11)+1n(7-4x)
(Diese Gleichung hat keine L®sung: es gibt keine Zahl x,
sodaB alle auftretenden Logarithmen definiert sind.)

** Stelle mit mdglichst einfachen Logarithmanden dar:

3

a-v (x-y)‘blo.(ab)s ’
5

b-v (x-y)a2

log

(Aus welchen Schulblichern diese Aufgaben stammen, wird hier und
im folgenden mit Absicht nicht angegeben.)
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INTENTIONEN DER GELTENDEN GYMNASIALLEHRPLANE

Im Schulorganisationsgesetz von 1962 ist festgelegt:
"Die allgemeinbildenden héheren Schulen haben die Aufgabe, den
Schillern eine umfassende und vertiefte Allgemeinbildung zu

vermitteln und sie zugleich zur Hochschulreife zu fihren.”

Nach dieser zweifachen Aufgabe haben sich auch die Ziele des
Mathematikunterrichts zu richten, die in ihren Grundziigen im
Lehrplan in der Bildungs- und Lehraufgabe festgelegt sind.

Darin sind als wesentliche Forderungen u.a. enthalten:

~ Die Schiiler sollen grundlegende Kenntnisse, Fertigkeiten,
FZhigkeiten und Einsichten in Algebra, Geometrie, Analysis und
Stochastik erwerben und verwenden kénnen. Sie sollen mit
mathematischen Methoden und Denkweisen vertraut werden. Sie
sollen mit der Verwendung mathematischer Texte und Arbeits-
mittel, insbesondere elektronischer Rechengerite,
vertraut werden.

- Die Schiller sollen ihr Wissen und Kénnen in verschiedenen
Bereichen anwenden kdnnen und Mathematik als niitzliches
Werkzeug zur L&sung von Alltagsproblemen erkennen. Sie sollen
Einsichten in Probleme des Anwendens - wie Probleme des
Bildens von Modellen - gewinnen.

- Die Schiller sollen Fihigkeiten im Argumentieren und exakten
Arbeiten, im Darstellen und Interpretieren, im produktiven
geistigen Arbeiten sowie im kritischen Denken erwerben.

- Der Mathematikunterricht soll zur Persénlichkeits- und Sozial-
entwicklung beitragen. So sollen die Schiller befdhigt werden,
sorgfdltig, konzentriert und planmdBig zu arbeiten,
Informationsquellen sachgerecht zu nutzen, selbstidndig Wissen
zu erwerben, sowohl selbstidndig als auch kooperativ zu
arbeiten, Freude an kreativem Verhalten und intellektuellen

Leistungen zu gewinnen.




Aus der Fllle und Vielfalt dieser Zielsetzungen folgt, das8 fir
das Erlernen und Durchfihren mathematischer Verfahren nur ein
Teil der Unterrichts- und Ubungszeit aufgewendet werden kann.
Vielmehr sollen - wie in den Didaktischen Grunds#tzen des
Lehrplans ausgefiihrt - den Schillern auch "Ubungsaufgaben zur
Schulung von mathematischen Grundtitigkeiten (Argumentieren und
exaktes Arbeiten, Darstellen und Interpretieren, produktives
geistiges Arbeiten, kritisches Denken) gestellt werden". Solche
Aufgaben sollen auch bel mindlichen und schriftlichen Leistungs-
feststellungen und beil der schriftlichen Reifepriifung auftreten.

Damit ergibt sich fir alle Lehrer die Notwendigkeit, sorgfiltig
zu Uberlegen, in welchem AusmaB und auf welchem Niveau einzelne
Inhalte behandelt und welche Aufgaben gestellt werden. Speziell
trifft dies fir Aufgabentypen zu, die Techniken erfordern, die
im weiteren Mathematikunterricht und insbesondere auch bei
Maturaaufgaben selten oder iiberhaupt nicht verwendet werden.
(Beispiele dafiir sind die kritisierten Exponentialgleichungen
und logarithmischen Gleichungen.) Viele dieser Aufgabentypen
treten auch bei mathematischen Studien an Universititen nicht
auf. SchlieBlich ist 2u beachten, daB nur 20 bis 25 Prozent
aller AHS-Maturanten Studienrichtungen wihlen, in denen
mathematische Lehrveranstaltungen vorgesehen sind. Fiir den
GroBteil der Schiiler an AHS sind somit komplexere Rechenver-
fahren bedeutungslos, hingegen ist fiir diese Schiiler die
Entwicklung allgemeiner Denk~ und Kommunikationsféhigkeiten
durch den Mathematikunterricht wichtig.
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VORSCHLAGE: LEHRPLANGERECHTE AUFGABEN - MOGLICHE REDUKTIONEN

Im folgenden werden zu verschiedenen Themen Lernziele des
Mathematikunterrichts zitlert, die in den geltenden Lehrpl&nen
angefiihrt sind. Dabei wurden Lernziele ausgewdhlt, die
einerseits neue Schwerpunkte des Mathematikunterrichts
hervorheben, andrerseits auch Mdglichkeiten fir Einschrankungen
aufzeigen. Diese Mdglichkeiten sind durch (im Lehrplan nicht
enthaltene) Unterstreichungen gekennzeichnet.

AnschlieBend an diese Lehrplanzitate werden meist einige
Aufgaben angefiihrt, die als Konkretisierungen einzelner
Lernziele gedacht sind. Vielfach sind diese Aufgaben keine
Rechenaufgaben mit einem eindeutigen Ergebnis und sie gehdren
nicht immer zum "traditionellen Aufgabenrepertoire”. Doch
sollten aufgrund der Lehrplédne auch Aufgaben dieser Art von
Schillern geiibt werden und bei miindlichen und schriftlichen
Leistungsfeststellungen aufscheinen. (Diese Aufgaben sind mit

* gekennzeichnet.)

SchlieBlich werden Aufgabentypen beispielhaft angefihrt, die
aufgrund des Lehrplans im Unterricht nicht behandelt werden
miissen, In manchen Fédllen auch durch den Lehrplan nicht
gerechtfertigt werden kdnnen. (Diese Aufgaben sind mit **

gekennzeichnet. )

FlachenmaBe, 1.Klasse

Lehrplan: “Xennen von FlidchenmaBen; Herstellen und Begriinden

e e e e vy

sie von_praktischer Bedeutung sind. ... Zu vorgegebenen

Flicheninhalten Beispiele angeben.” 5

* Was ist 1 ha? Welche Fliche hat den Inhalt 1 ha?

- 1 ha=7m" 1m° = ? ha. Begriinde!

* Zelchne in einem geeigneten Mafistab eine Fliche mit dem
Inhalt 20 ha. Gib die Seitenléngen an.
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** Schreib mehrnamig: 607,438 m°

** Driicke in m2 aus: 269 cm2

Rechnen mit Briichen, 2.Klasse

Lehrplan: ”“... Schiller scollen ... jene Fertigkeiten erwerben,
die fiir entsprechende algebraische Umformungen Voraussetzung
sind.”

“Die vier Grundrechenoperationen mit einfachen Zahlen im Kopf
durchfithren. Die vier Grundrechenoperationen schriftlich durch-
fihren, im allgemeinen beschrinkt auf Zahlen, die ein Rechnen

mit kleinen Nennern erméglichen.

Beherrschen der Regeln, die dem Bruchrechnen zugrunde liegen;
Beschreiben dieser Regeln mit Variablen; Umformen von ein—

fachen Ausdriicken (Termen), die Variablen enthalten, nach diesen

Regeln (z.B. %:n, g+b). Interpretieren dieser Regeln etwa durch
Zahlen, durch geometrisches Veranschaulichen, durch Deuten in
Sachsituationen.”
» Veranschauliche in einer Zeichnung: %:3
1 1 1
- — — — >
Was ergibt 2.4, 2.5, zia?

_1.=l §-£=_3?
2 6 45 20 3 3
(Begriindung durch die Deutung: 7’2 =7 Vvon a)
*  VWarum ist 5:% = 10 ? (Begrindung durch die Deutung des

Dividierens als "Enthaltensein".)

hd Warum ist %-

g_[47 18] 26 22

* . —— - ey ——— iy
Berechne: 235 18 321 , 235 ' 255

.Ganze und rationale Zahlen, 3.Klasse

Lehrplan: “... sollen die Schiiler ... Fertigkeiten und Einsichten

e i ik

Rechnen auf einfache, leicht handhabbare Zahlen und_ Rechenaus-
driicke _beschrinkt werden.”

Sp— N SN N
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Arbeiten mit Termen, 3.Klasse

Lehrplan: "“Umformen von Termen unter Verwendung grundlegender
Rechenregeln, einschlieBlich der Regeln fiir das Bruchrechnen
[Elementarumformungen wie z.B.: 2-x+3-x = (2+3)-x;

x
5x-(2x-4) = 5x-2x+4; (3-a)2 = 3-3-3-a = 9-a2; —g— = g:S = g ].

“Verknipfen von Elementarumformungen, eingeschridnkt auf Ausdriicke

geringer Komplexitdt [z.B.: 4-(3x-1)-6-(x+4) = ...;

3 2
2a t4a . . 5.X2_. ..

a
" . . 2 2,2 .
Arbeiten mit den Formeln (a*h)"= ... und a ~b"= ...

"Analysieren und Darstellen von Termstrukturen um die Anwend-
barkeit von Rechenregeln zu erkennen [z.B. hat (6a-3b)-(2a+4b)
u.a. die Strukturen A-B, A-(B+C), (A-B)-C, (A-B)-(C+D) ...].

Begriinden von Umformungen durch Rechenregeln.”

*  Bringe 5-§%§ auf eine méglichst einfache Form und begriinde

die einzelnen Umformungsschritte durch Rechenregeln.

3 x-2 _ _ B_AC B
[Lésung: -5 = Regeln: A -g=—" -5
10 w2 A_B_ 4B
2 2 C C C
= 19:55351 = A-(B-C) = A-B+C = A+C-B
12-x
Tz ]

**  8¢c-(7f+4g)-[4c-(3g-4af)+f]+[6g-(2c+g-3f)] = ...
*» 222 [3a%-b-(22°%+ab-3b°] = ...

3
»s 3rs*ér-
9r-3rs

Bemerkung: Die im Lehrplan angefiihrten Beispiele zum Umformen
von Termen sind von recht unterschiedlicher Art und zeigen, da8
sich die Schiiler mit sehr verschiedenen Termstrukturen aus-
einandersetzen und mit einer Fillle von Regeln arbeiten miissen.
Ein sehr behutsames Vorgehen im Unterricht ist somit unerlislich.
Dies ist eln Grund fir die Lehrplan geforderte Einschrinkung auf

Ausdriicke geringer Komplexit&t. Darilber hinaus treten komplexe
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Termstrukturen (wie sie beispielsweise die oben angefiihrten
durch ** gekennzeichneten Beispiele aufweisen) in den Aufgaben,
die in der Oberstufe in der Analytischen Geometrie, in der
Analysis und in der Stochastik gestellt werden, nicht auf. Die
Fehler, die von Schiilern der Oberstufe bel algebraischen
Unformungen gemacht werden, treten zumeist bei Ausdriicken

geringer Komplexitit auf, wie etwa bel den oben zitierten Aus-
X

driicken -%— oder 5-§%§, Die Annahme, daB durch Uben von Umfor-

mungen Komplexerer Ausdriicke die Sicherheit und Geldufigkeit im
Umformen einfacher Ausdriicke gefdrdert wird, konnte bisher
empirisch nicht nachgewiesen werden. Die Erfahrungen zeigen
vielmehr, daB viele Oberstufenschiller {(und sogar auch Mathematik-
Mathematikstudenten!) bei einfachen Umformungen Fehler begehen,
obwohl sie in der Unterstufe umfangreiche Ubungen mit komplexeren
algebraischen Ausdriicken durchgefiihrt haben. Um solche Rechen-
schwichen zu beseitigen, muB in erster Linie das Umformen von
algebraischen Ausdriicken geiibt haben, die jene Strukturen auf
weisen, die im Oberstufenunterricht tatséchlich auftreten und bei
denen hiufig Schiilerfehler auftreten. Solche Ubungen sollten
intensiv, in gréBeren zeitlichen Absténden und in vielfédltigen
Zusammenhingen durchgefiihrt werden. Wenig zielfiihrend scheint
hingegen das Umformen von komplexen Ausdriicken mit Strukturen,
die im spateren Unterricht nicht auftreten (Beispiele dazu auch
im folgenden Abschnitt).

Arbeiten mit Termen, Losen von Gleichungen, 4.Klasse

_Lehrplan: "Unmformen von Termen, auch von Bruchtermen, unter

Anwenden unterschiedlicher Rechenregeln, im allgemeinen

eingeschrinkt auf wenige Umformungsschritte.”

lineare Gleichungen zuriickgefihrt werden k&nnen."

Die folgenden 6 Beispiele sind dem Kommentar zum Lehrplan
entnommen und erldutern, in welchem Bereich sich die Anforderungen

beim Umformen von Termen bewegen kdnnten.
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. Stelle als Summe von 2 Summanden dar: (22-z+1)(1+%)
*  Stelle als Produkt der Form A-Q° dar:

(A+A- o)+ (A+A- -2 ) - B

100 100° 100
y2-4
.
Kiirze: 5y+d
. Stelle durch einen Bruch mit méglichst einfachen Zihler dar:
a a+b
a-b a
*  Kirze: (x2+10x+25):§%§
b Stelle als einfachen Bruch dar: 1 1 T
g b

2 2_2
s [_ ir°s ] . [Sr s ] -
32°p? a’p®

e (1 1 HOIX_Y] -
Xty x-y] ly x

e (10u2+19uv+6v2):(2u+3v) =

«e a8 2 a

(a—5)2 a+5 a®-25

Ungleichungen, S.Klasse

Lehrplan: “Beschreiben von Zahlenmengen, insbesondere von
Intervallen und Umgebungen in Verbindung mit geometrischen
Darstellungen; dabei Arbeiten mit dem Betrag von reellen Zahlen.
Aus Schranken fir gegebene GréBen Schranken fiir daraus
berechenbare GréBen ermitteln, Abschidtzen der Genauigkeit

von Rechenergebnissen. Beschreiben des Monotonieverhaltens von
Funktionen mit Ungleichungen, Beweisen des Monotonieverhaltens
in einfachen Fillen."

Fir das Realgymnasium verpflichtend, fir das Gymnasium nicht
verpflichtend: “Ldsen von Ungleichungen mit Fallunterscheidun-
gen (etwa quadratische Ungleichungen, Bruchungleichungen,

Betragsungleichungen.”




- 72 -

= Fir welche xeR gilt |x-3|<4, flir welche xeR gilt |x-3|>47
Stelle die entsprechenden Mengen auf einer Zahlengeraden dar.

*  Fir welche xeR gilt |x-p|<r? Veranschauliche auf einer
Zahlengeraden.
* 8,4=x=8,5 und 2,9sy=3,0 bzw. asxsb und csy=d
, (a,b,c,d>0)
Ermittle daraus Schranken fiir x+y, x-y, x-y, Xy, xz—ya.

b Welches Monotonieverhalten hat die Funktion f mit f(x)=§

in R ? Beweise die Antwort.

Realgymnasium:
x-3

b Fir welche xeR gilt: a) x2+4x—12>0 b) §:§>0

** 15se (1) in N, (2) in R: 16(2-x)2+(3x-2)% < (15-5x)2

** 15se in Q: EE%E - l%gi - X > 1§¥£§ - §g

Potenzen mit ganzzahligen Exponenten, Wurzeln, 6.Klasse

Lehrplan: "Erkennen, Formulieren und Beweisen von Rechengesetzen.

Umformen von Ausdriicken in dem fiir spidtere Anwendungen erforder-

lichen AusmaB. Analysieren der Rechenstruktur von Termen,

Begriinden einzelner Umformungsschritte durch Rechengesetze."”

* Beweise a"-a"=a" " unter Verwendung der entsprechenden
Definitionen fiir Potenzen: a) fir m,neN, b) fir m,neZ (a=0)

*  (aZ+a® 4a® ). (a-1)

¢ Stelle den folgenden Ausdruck unter Verwendung nur einer
Potenz von x dar. Begriinde die Umformungsschritte durch

Rechenregeln von Potenzen.

* Welche der folgenden Gleichungen sind fiir alle
a,beR’ richtig? Begriinde.

2
2 a° _ a 2 2
- —_— =g - E ; a -

a
b2
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e [ 3p~ 2 ]‘3_[ (2a”’b%)% 9a‘5b'3]

2a(x-y) "~} (x~y)* . (x+y) " ?

. vz.'93 _ Y5 z 48 _
9 7m ' /mxyes =
V2. V13

4

** GStelle mit rationalen Nenner dar: ——

3-v§
** ]¢se die Gleichung vx+12 - vx-3 = vx+32 -vXx+5.

Differentialrechnung, 7.Klasse

Lehrplan: "Die Schiiler sollen den Begriff des Differential~
quotienten mit dem Begriff des Differenzenquotienten verbinden

und mit beiden Begriffen verschiedenartige Vorstelllungen ver-

Untersuchen von Funktionen sollen die Schiiler ihre Vorgangsweise
begriinden bzw. erldutern kdnnen. Das Untersuchen von Kurvéen und
das Ldsen von Extremwertaufgaben soll die Niutzlichkeit der
Differentialrechnung aufzeigen."”

Im Gymnasium lautet der letzte Satz: "Das Untersuchen von Kurven
und das L&sen von Extremwertaufgaben soll die Niitzlichkeit der

Differentialrechnung aufzeigen; dabel kann eine Einschrdnkung

* Ermittle die Ableitung der Funktion f: x> % aufgrund der
Definition des Differentialquotienten.

*  Berechne die gréBten und kleinsten Werte der Funktion
£: %% -6x°+39%-8 im Intervall [0;5]. An welchen Stellen
werden diese Werte angenommen? Begriinde dié Aussagen durch
Monotonielberlegungen. Begriinde ferner, dJda8 £ im Intervall

[0;5] genau eine Nullstelle hat.
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*¢ Differenziere: f(x) = v/sin 2x + tan g

*# Finer Kugel mit dem Radius r werden Drehkegel umgeschrieben.
Berechne Radius und Hohe jenes Drehkegels, der das kleinste

Volumen hat.

** Der Graph einer Polynomfunktion 4.Grades geht durch 0=(0;0).
Die Stelle O ist eine Extremstelle der Funktion. Der Punkt
W=(1;-11) ist ein Wendepunkt des Graphen und die Steigung
der Wendetangente betrigt dort -16. Gib eine Termdarstellung
der Funktion an.

Integralrechnung, insbesondere Stammfunktionen, 8.Klasse

Lehrplan: "Der Umgang mit dem Integral soll nicht auf das
Arbeiten mit Flicheninhalten beschrinkt werden. Die Schiller
sollen sich mit weiteren Deutungen und Anwendungen auseinander-
so sehr neue Verfahren lernen."”

"Stammfunktionen: Definieren des Begriffes der Stammfunktion,
Ermitteln von Stammfunktionen zu einfachen Funktionen. Lésen

von Anwendungsaufgaben (etwa Bestimmen des Weges aus

Geschwindigkeit und Beschleunigung)."

Aus dem Lehrplan kann gefolgert werden, daB Integrations-
methoden, wie partielle Integration, Integration nach der
Substitutionsregel oder gar Integration mittels Partialbruch-
zerlegung, nicht als Pflichtstoff anzusehen sind. Dies schlieBt
allerdings nicht aus, daB beispielswelise zu t = r-sin wt oder
t+> c.e* Stammfunktionen durch "Probieren” ermittelt werden.
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